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Cursus Besliskundig Analist XIII C - 2 
1. Inleiding 
----------
In dit hoofdstuk. komen modellen voor een produkt ter sprake welke op te 
vatten zijn als :m.eerstaps beslissingsprobJ.emen. In 2. worden enige 
modellen behandeld,.waarbij de behoefte in iedere periode precies bekend 
is. In 3. komen modellen ter sprake waarbij de behoefte per periode 
stochastisch is met een gegeven kansverdeling, Deze stochastische model-
len leiden tot een optimale strategie van het veelvuldig toegepaste 
(s,S)-type. 
2. Deterministische modellen 
In het nu te bespreken tweetal modellen wordt een produktie o:p voor.r-aad 
beschouwd gedurende een eindig aantal va.."l N perioden. In ieder van deze 
perioden i = 1 , ••• , N is de behoefte r i een gegeven get al. De twee 
modellen verschillen op grand van de gedaante van de kostenfunkties. 
Bij model 2. 1 zi,i n de instelkosten van de produ.ktie gelijk aa.n nul, ter-
wijl de produktiekosten per eena(iid evena.1s de voorraadkosten pe1· een-
heid niet-dalende funkties zijn van het aantal eenheden. In model 2.2 
~~:i.Jn de instelk.oste:1 per serie :positief en de produktiek::->sten :,per een-
. heid zowel als de voorraadkosten per eenheid niet-stijgende funl:ties 
van het aantal eenheden. Bovendien is het toegestaan dat de kostenfunk-
ties afhangen van de periode i. 
Model 2. 1 
De behoefte in de perioden i = 1, ••• , N bedragen r_7 • Aan de "behoef'ten .... 
moet zonder uitstel warden voldaan. De :produktietijd is kleiner dan de 
duur van een periode. Aa.n de behoef'te wo:nlt aan het eind van de periode 
voldaan. Maximaal kan er in periode i slechts een hoeveelheid m .. 
1' 
i = 1~ .... , W warden geproduceerd. De instelkosten van de produ_v.:tie be-
dragen nul. De produktiekosten van de ye eenheid in :periode i beq.ragen 
c.(y). De voorraadkosten van de xe eenheid aa.:iwezig aan het einde van 
.l 
periode i bedragen h.(x). De funkties c.(y) en h.(x) zijn niet-dalende 
1 l l 
funk.ties van y respectievelijk x, Welk produktieschema geeft de minimale 
kosten? 
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e . . . e . 
Laat (j,y) de produ.k.tie voorstellen van de y eenheid in de J periode. 
In het volgende wordt dit produktiepositie (j,y) genoemd. De gevraagde 
eenheden in periode i warden nu ieder aan een produktiepositie (j,y) 
met j .::_ i toegewezen. De goedkoopste toewijzing wordt verkregen door in 
de ie periode als volgt te werk te gaan: 
1. Rangschik de beschikbare produktieposi t:i_es, · bestaande ui t de nog niet 
bezette produk.tieposities uit de eerste (i-1) perioden en alle van de 
ie periode naar opklimm.ende marginale kosten. Voor produktiepositie 
(j ,Y) met j < i bestaan deze kosten uit de som van de produ..."Lctiekosten 
en de totale kosten van het in voorraad houden van een in deze posi-
tie geproduceerde eenheid over de perioden j t/m i-1. Voor een pro-
duktiepositie (j,y) met J = i bestaan deze kosten uitsluitend uit de 
produ.k.tiekosten c. ( y). 
i 
2. Wijs de in periode i gevraagde eenheden r. toe aan de eerste r. al-
i 1 
dus gerangschikte posities. 
3, TeJ. bij de overblijvende posities de kosten van het in voorraad 
houden gedurende de i e periode op en begin met periode i + 1. 
Uumeriek voorbeeld 
Veronderstel dat de in tabel 1 gegeven getallen beschikbaar ziJn: 
i r. m. C. h. 
J. J. i J. 
1 2 4 1 , 4 0, 1 
2 3 5 1 ,6 0, 1 
3 5 3 1 , 5 0, 1 -
4 4 5 1 , 7 0, 1 
Tab el 1 : Een numeriek voorbeeld bij mod.el 2. 1 
Het verloop van de berekeningen in iedere periode wordt gegeven in 
tabel 2. Per periode zijn in de linkerkolom de nog beschikbare produk-
tieposities gerangschikt naar opklimmende marginale kosten. In de 
rechterkolom zijn deze kosten gegeven. Een onderbroken streep geeft de 
scheidlng tussen de in die periode toegewezen posities en die welke in 
die periodc onbezet bleven. 
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,-- --,.,,,.·---=~-"""-"' 7 perio~~-3 periode 1 periode 2 periode lf __,,.,,,. ____ =---..---
positie }~osten positie kosten positie kosten positie kosten 
( 1 , 1 ) 1 ,4 ( 1 , 3) 1 '5 ( 3, 1) 1 , 5 ( ].j ' 1 ) 1 ;r 
( 1 , 2) 1 ~ Lt (1~21) 1 , 5 (3;2) 1 , 5 ( )~ '2) 1 , 7 
--------~ ---~--.-
( 1 , 3) 1 s lt ( 2 0 1 ) 1 , 6 (3,3) 1 , 5 (4,3) 1 , 7 
------- _____ _. -
( 1 ,4) 1 , 4 (" 0\ C ; c. I "i ,6 (2,2) 1 , 7 (li,4) 1 , 7 
- - - -- --
(2~3) 1 ,6 (2,3) 1 , 'T (4;5) 1 ;r 
- - - - -- - - - -
( 2 'l.i) 1 , 6 (2,4) 1 , 7 (2,)4) 1 , 8 
(2,5) 1 ,6 (2,5) 1 , 7 (2,5) 1 , 8 
~--.,,, 
Tabel 2: De oplossing 
Model 2.2 
De behoefte11 J.n de perioden i == 1, ... , N word.en gegeven door de getal-
J en r «aar-, 0 ·,·1 zonder ui tstel moet worden voldaan. De im:telkosten van M • i, h o~u,1. 
D > 0 in periode 1, 
( \ e esnheid in re:r:Lccie 1 bedragen c: y 1. De voor:raad.lrnsten van de x 
J. 
eenheid 
ievelijk x. Gevraaed 
wordt het go0dlrnopste p:roduktiesc::hema op te stellen. 
Een speciaal geval van di.t model is voorbeeld 2 uit hoofdstuk IX A. De 
optima1e strategie van dit prob1eem is weergegeven in tabe1 3 op 1J1Z. 
. ' * 21, De optimaJ.e se:n.egroottes x. l = 1, ... , N bij beg:i.nvoorTae,d v 1 -- 0 1. 
Yerclen gec;even door (5,0,9,0,0). A3:ngetoond kan worde·n dat de optimale 
ser:i.egroottes ·bi,j beginvoorraad v 1 = 0 voor het a1gernene model 2. 2 
eve:neens de volgende eigenschap hebben: "P1~oduceer slechts als de aan-
we:nge voo:rraad vi op tij dstip i nul is en produceer zovee1 a.at geduren-
de een geheel e,antal perioden in de totale behoefte p:recies kan worden 
voorzien. 11 Dit be/cekent dat in feite· slechts de optimale p:rod.1./.ktietijd-
Dtippen behoeven te warden bepaa1d. Op grond van deze eigenschap __ bestarc.t 
er een Emelle methode om de optimale tijdstippen te -vino.en. Deze methode 
:ts gebaseerd op dynamiuche p:rog:rm:::mering maar nu J.n voorwaartse tijd. 
Ber;cbouw het deelprobleem dat slechts betrekking heeft op de eerste k 
t 
perioden ~ waarbij 1 ::. .. k :-.. N en waa_r:·bij de voorraad aan het eind van de 
Cursus Beslisku.'1dig Analist XIII C - 5 
ke periode nul is. De minimale kosten voor dit deelprobleem geven we 
* * . . . aan met fk. Veronderstel dat fi, J. = 1, ••• , k-1 reeds bekend ZJ.Jn. Om 
f: te vinden behoeft nu slechts het tijdstip van de laatste produktie 
vastgesteJ.d te worden. Dit tijdst:i.p kan va.llen op i = 1, ••• , k. Het 
optimale tijdstip i = i: is nu het tija.stip waarvoor de som van de mi-
* nima.le kosten f. , over de eerste ( i-1) perioden en de kosten over de J.·- I . 
perioden i t/m k minimaal is. Deze laatste kosten bestaan uit de kosten 
van de produktie op tijdstip i en de totale voorraadkosten over de 
k -I 
perioden i t/m k. 
Stellen wij Rj,k = 
m=j 
* 
r , de tot.ale behoefte in de perioden J t/m k, 
m 
dan volgt voor fk de Yolgende recurrente bet.rel"Jdng: 
( 1 ) * * fk ::: nun [f. 1 + 
i= 1 , •.. ,k 
J.-
* voor k == 1, ••. , N met r0 = O. 
Numeriek voorbeeld 
R. k j=k-1 J. , 
K. + I ci(x) + I J. x=1 j=i 
x=R.+1 k I J , h. (x) J 
x=1 J 
In vocx·beeld 2 van hoofdstul: IX A geldt clat c. = 0, K. -· 7 en h. -
l J. l 
voor i = 1 • .•. , 5. Bet:celL~ing ( 1 ) wordt clan: 
* * 
k-1 
fk = min [f. 1 + 7 + I R. 1 . J. 
i=1, ••• ,k 
J.-
j=i J+ ,.k 
* ·* vinden Voor fk en ik, k = 1 , 5 we achtereenvolgens: ... , 
* * r1 = nun cro + 7J = 7 
i=1 
·* 11 = 
* [fo 7] [ 11 , 14] f2 == min + 7 + r2, fl + - m:Ln = 1 1 
i== 1 , 2 
·* l.2 = 
-A· * * * f3 ::: l!Un [ro + 7 + r2 + 2r3 , r, + 7 + r3, r2 + 7] 
i= 1 ,2 ,3 
= min [21, 19, 18] = 18 
·* 3 l.-:) = 
..J 
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* ,'.: * :f.\ -· nu.n [1~0 + 'i + r2 + 2r~ + 3r11, f + 7 + r __ + 2r4 i, 
ic<: 1 ,2 ~3 ,).} 
j 1 j 
* "l{ 7] .p + 7 + r·4 ~ f3 + ,. 2 
::::: rm.n [ 30, 25~ 2 ·1, 25] -- 21 
. * 3 J.4 -
* * 4r5, .p - m:Ln [fo + rr + r + 2r + 3r + .,_ t: 2 3 4 ,) i::::1~~"._,5 
* * f 
1 
+ '7 + r3 + 2r4 + 3r5 ~ :f2 + 7 + r4 + 2r5, 
},; * 7J L + 7 + r5' f' + .:5 4 
= nnn [34, 28, 23, 26, 32] ·- 23 
* 
l5 = 3, 
ceren hoeveelheden op deze tij dstippen bedragen r 1+i~2 = 5 en 
r~·i·ri.~t·:(·,- :-;; 9 rcr:;p(-;c:-.ievelj_j}7.i; D0.: rni11i1r~c.le kuste:n t:, .. ;QJ_ .. agcn 
.. ) q. ~) 
1. Indien c. = c voor i = 1, ... , N dan is de optimale oplossing onaf-
:i. 
(2) 
ha.rikelijk van d.e produktiekosten per eenheid. c en kan deze uit de 
berekeningen weggelaten worden. Indien tevens de voorraadkosten per 
eenheid niet van :x oShangen dan kan de rekenmethod.e nog verder ver-
eenvcmdigd warden. In d.at geval kan warden bewezen dat bij de bere-
kening van 
+. 
fk volstaan l:an warden met een keuze uit de tijdstippen 
. * . , .. , k. De :recur:rente bet1'ekk1ng voor f'k lu1dt dan: 
* f' ::: 
k 
-}; 
m.."Ln [ fi- .1 
i=<--l ' ... ,k 
k-1 
+ K. + ) h. 
l '-' J j=i 
* voor k = 1~ ... ~ N en r0 = 0. Behalve een rekentechnisch voordee1 
heeft dit eer1 belangrijke praktische konsekwentie. Or:i de _optimale 
seriegrootte op een tijdstip te bepalen is het slechts vereist de 
l1ehoefte in een 1)epertt aantal toekomstige perioclen te kennen. 
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·* De methode geeft op iede:;.~ tijdstip k het optimale tijdstip ik Yan .de 
laatste produktie. De bijbehorende optimale seri:=grootte is echter 
pas bekends indien het eerstvolgend.e produktietijdstip bekend is. 
Indien de behoef'ten bekend zijn vanaf het laatste produktietijdstip 
tot en met de periode na het eerstvolgende produ.ktietijdstip dan kan 
men optimaal :produceren zonder de behoeften in verder afgelegen 
period.en te kennen. Zo beinvloeden in het voorbeel.d r 1r en r 5 niet de 
optimale seriegrootte op tijdstip k = 1. 
2. Een levertijd T > 0 geeft geen aanleiding tot veranderingen indien 
de produktiekosten verrekend warden naar de kostenfunkties velke gel-
den bij de aflevering van de bestelling. Voor T > 0 behoeven dan 
slechts de afleveringstijdstippen samen te vallen met de optimale 
produktietijdstippen verkregen bij T = O. 
3, Voor de uitbreiding van dit_model met de mogelijkheid tot nalevering 
is eveneens een oplosmethode bekend. Hiervoor wordt naar de li°tera-
tuur verwezen. 
4. lndien de behoeften ri. voor iedere periode i hetzelfde zijn da.n ve.r-. 
bijzond.ert het model zich.tot de discrete versie van het optimale 
seriegrootte model waarvoor de formule van Camp geldt. 
3, Stochastische modellen 
Nu komen modellen en methoden ter sprake met een e:i.ndig aantal perioden 
N, waa-rbij de behoeften in de di verse perioden onderling onafhe.nkelijke 
stochastische grootheden zijn. Tevens zal ,-i-ord.en ingegaan op het onein-
digstaps beslissingsprobleem dat ontste.at als N -+ ""• Dit laatste pro-
bleem wordt alleen beschouwd onder de veronderstelling dat de kosten-
funJcties en de kansverdeling van de vraag voor iedere periode dezelf'de 
zijn. In het N-staps beslissingsprobleem is .afi1ank.e1ijkheid _van de 
periode wel toegestaan hoewel deze nie:t in de formulering van de model-
len is opgenomen. 
In het eerste model dat ter sprake k.omt bedragen de instelkosten van de 
produktie nul. Aa..YJ.getoond wordt dat het nnnimum van de verwachte k.osten 
verkregen wordt door toepEi.ssing van een strategie die volledig vastge-
legd is door een parameter y. Deze optimale strategie schrijft voor de 
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aanwez2.ge voorr2,ad aan te vu1len tot y indien deze onder y is gedaald. 
Het volgende model 11:ent positieve instelkosten en leidt tot een opti-
male strategie gckemnerkt door twee parameters s en S. Een dergelijke 
strategie schrijft voor de voorraad. aan te v-ull.en tot S indien deze 
lager is dan s en niet a.an te vullen in de overige situaties, 'Tenslotte 
wordt aan deze modellen een positieve levertijd T van een gehee.l aantal 
perioden toegevoegd. Dit leidt tot hetzelfde type va,n optimale strate-
gieen als bij T "-' 0 maar nu gebaseerd op de economische voorraad in 
plaats van de aam-rezige voorraad, 
Model 3, 1_ 
Het beheer over Pen produktie•~ en voorraadsysteem wordt gevoerd geduren--
de de perioden i:::: 1, ···~ N. Aan het begin van iedere periocle kan pro-
duktie plaats vinden, De produld:ietijd is te verwaarlozen. De kansver-
de1ing van de behoefte per periode wo:rdt gegeven door de geta11en 
}} .; :' .J :;,; 0 ';, 
V 
eenheden. Indien gedurende een periode niet aan de beboefte kan warden· 
Deze hoeveelheid. wordt ne,gel.eve:t'd op het v·0lger.l'ie tij clst ip, vaD.rop 
aanwezige voorre.ad wordt aangev-u.ld. De produ..ktiekosten per eenheicl be-• 
dragen c en de voorraad}:.osten per eenheicl aan het 'c:ind v-an de .periode 
in voor;caacl beclragen h. Toelrnmst:i.ge kosten worclen Yerdiscont,"2rd met 
vercliscontc"ringsfactor a < 'i. Gevraagd wordt een optim?,le strate2;ie te 
Dit probleem wordt met dyna.mische programmering opgelost. De index n 
geeft het bes1issingstijdstip aan in achterwaartse tijd. De beslissing 
x11 op tijdst:ip n stelt de voorraad voor na eventuele aanvulling, De 
toestandsvariabele u is de aamiezige voorraad voordat een eventue1e 
aanvulling :plaatsvincit ,. 
* . Bij een tekort is u negatief. f (u) stelt de minima.al te verwachten ver-
n 
disconteerde kosten voor over de resterende n·tijdstippen in toestand u, 
A.llereerst bepalen we de direkte kostenfunJs.tie :1 ( u )x). De 1~osten per 
periode bestaan nit de kosten van een ao.nvulline; gelijk aan c(x-u) en d.e 
ver;,mcl1ting vs.n voo:rraad- en boetekosten bij een yoorraad x na aanvulling o:i;; 
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te lopen gedurende die periode. Deze laatste flm.ktie geven we aan met 
L(x). Men kan gemakkelijk nagaan dat L(x) gegeven wordt door: 
(3) L(x) -~ 
X 
h l p . ( x-j ) + p 
j=O J 







voor x > 0 · 
voor x < 0. 
De direkte kosten funktie h(u,x) worden op ieder tijdstip n = 1, ... s N 
gegeven door 
(4) h(u,x) = c(x-u) + L(x). 
De minimale kosten over de laatste periode worden verkregen uit de 
betrekking: 
( 5) 
Dear de term cu niet van. x 1 afi1an6,t draagt deze niet bij tot het vinden 
van cle gunst.igste x 1• Voor (5) kan nu geschrevenworden 
(6) . * r 1(u) - min [cx1 + L(x1)J -.cu. 
x 1~u 
Tussen vierkante haken staat een funktie van een variabele x 1• ~l~ 
denken nu eerst de voor~,marde x 1 :::._ u even ·,-reg en bepalen het absolute 
minimum van de funktie cx 1 + L(x1). Stel dit wordt bereikt voor x 1 = y 1• 
Indien de funk.tie cx 1 + L(x 1) convex*) is en aan deze voorwaarde 1s 
bij dit model voldaan:, dan heeft het invoeren van de vooi-,rn,arde x 1 > u 
tot gevolg dat het minimum in (6) bereikt wordt voor x 1 = y 1 indien 
u < y 1 en in x 1 = u indien u ~ y 1 • De optimale strategiecomponent z~ ( u) 
wordt dus gegeven door: 
( 
als u < y 1 r1 (7) * z 1 ( u) -
als u .::_ y 1. 
*) Voor· de begrippen convex en conce,af zie hoofdstuk IX C. 
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In ,woorden betekent ( T) : 1'Aanvullen tot y 1 fridien de voorraad u < y 1 
·k. 
en niet aanvullen indien u ~ y 1 . 11 Voor f 1 ( :1) volgt: 
L( u) , 
C (v -'l) 
cl 1 C als u < y 1. 
Indien op tijdstip n '""' 2 de voorxaad na een eventue.le aanvulling x be-
2 
draagt en de behoefte in die periode bedraa~t ,i dan volgt flat de voor-
raad op tijdstip n == 1 u = x 0 -J. bedraagt. De minimaal te verwachte ver-·, 
'- . 
disconteerde kosten in de laatste periode bij een voorraad x2 op tijd-
stip n ~ 2 bedragen: 
o; 
door 
( 9) * f,., ( u) :;:; Dllll 
{.. 
1-:: * ,t: 
Een analoge ·betrekking geldt voor f (u), n > 2. r2 (u) en z,Ju) kunnen n ~ 
*( ) *( ) nu op dezelfde wij ze beps,i,.ld worden als f' 1 u en z 1 u . In P,laats van 
de funl1:tie cx 1 + L(x 1) moet nu het absolute minimum gevonden warden van 
00 
de f\mktie cxri + L(x2 ) + I p. /'(x2-j). Stel dit wordt ·bereikt voor ,_ , . 0 J I 
J= 
x2 = y 2 • Aangetoond kan worden dat als de funktie ex; + L(x.1) convex is 
00 
dit ook geldt voor de f'un.ktie cx2 + L( x2 ) + . I pJ. r; (x2--j). Derhal ve 
J=O volgt dat 
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( 11 ) 
a J L(u) + a ~ 
l c(y2~u) + L(y2) + 
als 
Dezelfo.e bef;chouwing gaat op Yoor de oYerige tijdsti.ppen n :.: 3, ... ~ N. 
Een opt.i.male strategie v-oor het N-staps'teslissingsprobleen~ is dus. vol-
ledig vastgelegd door. de getallen yN, ... , y 1 die op bovenbeschreven 
wijze worden berekend. De berek.ening zal worden toegelicht aan het voJ. .. 
gende voorbeeld. 
Numeriek voorbeeld 
De volgende gegevens staan ter beschikking: 
c = 1,5; h = 0,5; p = 2; a= 0,9; N =10. 
De OYerige P; ZJ.Jn nul. 
V 
We beginnen m,::t de berekening van a.e verwachte som van voorniEi.d- en 
boetekosten L(x) als f1.mktie va.n de voorraad x na aanvulling. 
Voor L(x) volgt: 





o, 5 I p. ( x-j) 
j==O J 
4 . 
2 I p.(j-x) 
j=O J 
4 




voor x > 4 
voor O < x < lr 
voor x < 0 
of na uitvoering van de sommaties volgt L(x) = 0,5x-1 voor x ~ 4~ 
L(x) "' 4-2x voor x ::_ O, L( 1) = 2,25~ 1(2) == 1,0 en L(3) =- 0,7:5, De 
f'unktiewaarden voor x == -2(1)7 zijn in de 2e kolom van tabel 3 gegeveE. 
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- I 
+ 1.ili L(x) c:x:+L(x) * { \ cx+L(x) X f 1 , XJ ex ro 1 •-a 
~ * . 
+a. l p J ~ ( x-j ) 
j ::::Q tl 
---
-2 8 5 6,75 13,775 77 
-1 6 4,5 5,25 11,925 58,5 
0 4 4 3,75 10,0r(5 4o 
* 8,4'75 24 1 2,25 3~75 2~25 
4 * 2 1 '1 7 ,3975 13 
T )l+550 * 3 0,75 5,25 0,75 12 
4 1 7 1 8,3275 16 
t.; 1 , 5 Q 1 , 5 9,96'75 22s5 .,,, ,, 
6 2 11 2,0 12,0350 29 
7 2,5 13 2,5 14,3725 35,5 
'Iabe1 3: Enige belangrijke fu.nkties bij het voorbeeld van model 3, 1. 
Uit C::.e :-.;8 },ol-:@. ·re.:n tel)e1 3, waarin de f'1.tn},:tie ex + L(x) iE-J u:itgerekencli 
* * volgt dat y.1 "" 'J. Voor z~(u) en r 1(u) volgen nu respectievelijk: 
voor u < 1 
( 13) 
vbor u > 
(1--u) + L(1) voor u < 1 
( 14) 
voor u > 1 • 
. *,).. () ,e De f,mktie f 1 ~x is ui tgerel~end voor x = -2 1 7 en gegeven u1 de 4 
kolom van tabel 3. 
* * Voor de berekeningvan_ z2 (u) en r2 (u) moet eerst de funktie ex + L(x) + 
4 
+ a l p. f~ (x-j) worden berekend. Het resultaat voor x = -2( 1 )T .is 
~-o J .J-
gege·,,eri in de 5e kolom van ta"bel 3, Uit dit resultaat volgt da,t y 2 = 2. 
Voor z;(u) en r;(u) vinden we: 
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2 voor u < 2 
~-
( 15) z;(u) = 
u voor u > 2 
( 4 
1 ~5(2--u) "'("' I * j 
+ l, r::. ) + 0 C, T.) • r 1(2-j) 'j- ✓ CJ 
j:::O 
( 16) r;(u) -· l L(u) l~ + 0,9 I P· f~ ( u-j) 
j=O J 
VOOl' ·'U > 2. 
* . * · Op dezelfde wij ze warden z · ( u) en f ( u) bepaald voor n = 3, 4, 10. 
n n 
De resultaten voor yn' n = 1, •.• , 10 zijn gegeven in tabel 4. 
'l'abe:L 4: De getallen y voor n - 1, .•• , 10. 
n 
Het geval N == 00 • a < 1 
Onder d.e veronderstellingen van model 3. 1 kan warden bewezen dater een 
. . . * optima.le strategie bestaat die volledig bepaald is door de waarde y 
van een parameter y. De optima.le beslissing bij een. voorraad u.bedraagt 
. * 
dan op elk beslissingstij d.stip: "Vul aa,n tot x = y indien de aanwezige 
* • • * II • ' voorraad u < y en vul niet aan indien u .::_ y. Nu v-oor dit monel er 
een optimale strategie is, <'.J.ie voliedig is vastgelegd door de waarde y 
;, 
* van de para.meter y kan y nu ook gevonden word.en door een. ui td:rukking 
voor de te verwachten verdisconteerde kosten op te steJ.len bij begin-
. * voorraad u .::_ y. De opt:i.malc waa:rde y is clan cie waa.rcle van y we.arvoor 
deze f"unktie voor iedere u < y minimaal·is. Deze fu.nktie, die we 
f' ( u · y) zullen noemen j word~· gegeven door * ) 
a. ' 
·;} ' 
voor een afleiding hiervm1 zie het leerboek blz. 386 en 3S·r. 
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waar1.n Ej_ de ve:rwachte 
word.en door de funktie 
. * vraag per periode voorsteJ.t. y kan nu gevonden 
L( V) . . . 
cy + ~~ te nnrnmaJ.iseren naar y, ,-a 
In bet voorbeeld is deze fun...l;:.tie ui tgerekend en gegeven in de laatste 
* ko1om van tabel 3. Er volgt dat y "" 3. We merken op dat deze wa,arde in 
het :N-staps r>robleem reeds voor n = 3 werd bereikt. 
Het geval N == r-0 ex = 
Het krjterium van de verwachte kosten kan in dit geval niet gebruikt 
worden daar deze onbegrensd groot zijn. Indien men de -gemiddelde ver-
wachte kosten per tijdseenheid als kriteriu.m ha.nteert dan ka.n bewezen 
* warden dat y de waarde van y is welke de funktie L(y) minime,liseert, 
. . * . e In bet numeri eke voorbeeld gee ft d1. t y == 3 zoals ui t de 2 kolom van 
tabel 3 volgt. 
Model 3.2 
icl.entiek met model 3. 1, 
pro1:ileem. Stellen we de minima.al te verwachten verdisconteerde kosten 
* over n perioden voor door f ( u) bij een aanwezige voorra.ad u dan is ge-
n 
zien het vo:rige model gemal.:ke.lijk in te zien dat r: Ci) voldoet aan de 
recurrente bet:rekldngen: 
t(x 1-u) + L(x1) f als ~" > u J •• 1 ( 18) ·h f 1 ( u) -- min + 
1 0 x 1_:}l als x 1 == u 
l 
en 
[,vu) JK als X > u n 00 ( 19) r* (u) ::.: rnu1 + L(x ) + -~ O'. I p.r* ,(x -j) n n I o J n- n X >U j=O n- als X ·- u 
\. 
n 
voor n - 2, 3, ... , N. 
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Eerst word.t het eenstaps beslissingsprobleem gegeven door ( 18) beschouwd. 
In toestand u kan aangevu.ld worden tot x 1 > u of_ niet aa:ngevu.ld worden 
zodat dan x 1 = u. In het eerste geval bedragen de verwachte kosten 
c (x 1-u) + K + L(x 1) en in het tweede geva1 :L( u). In iedere toe stand u 
moet dus nagegaan worden of er een waarde x 1 > u 1s waarvoor 
c(y_,1-u) + K + L(x 1) rr,inimaal is en voldoet a.an: 
(20) c(x 1-u) + K + L(x1) < L(u). 
Indien dit het geval is dan is het in die toestand optimaa1 om aan te 
vullen tot x 1 , Indien dit niet zo is dan wordt er niet aangeYuld, Stel 
dat het absolute minimum van de funkties cx1 + L(x 1) zonder de voor-
waarde x 1 ~ u bereikt wordt iri x 1 = s1, en dat deze funktie convex is, 





Uit het convex zijn van de funktie cx1 + L(x 1) volgt. dat 
> u > s 
-- 1 
(21) cx 1 + L(x 1) > cu + L(u) 
en dientengevolge~ daar K >.O: 
(22) c·(x 1-u.) + L(x 1) + K, > L(u). 
Hieruit volgt dat voor u > s1 het opti:rnaal is om .aiet aan te v1Jl1en. 
2. u :5.. s1. Vanuit s1 zoeken we nu de waarden v~ de. funktie cu + L(u)" 
af voor u == s1-,1, s1-2~ 
voor 
totdat we een waarde van u vinden, waar-
(23) cu+ L(u) :5.. cs,+ L(s,) + K, 
terwijl voor u - 1 geldt: 
(24} c(u-1) + L(u-1) > cs 1 + L(s 1) + K. 
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Noem de z e waarde ve,n u ~ s 1 , Da,n vol gt de.t voor S 1 ;:':. u ::_ s 1 geldt : 
(25) c(s 1-u) + K + L(s 1):: L(u) 
en het dus optimaal is om niet aan te, vullen) terwijl voor u < s 1 
geld.t: 
(26) ~(s 1-u) + K + L(S 1) < L(u) 
en bet in dat geval optimaal is aan te vullen tot s1 . 
Er kan 11u gcconcludeerd worden dat de optimale strategiecomponent op 
het tijdstip n = 
(27) 
gege-,ren wordt door 
voor u < s. 
1 
VOOl' lJ > 
rnaal iB: ('·vu.l 8.[i!!. -Lot x =0 S 1 indieri de voo:c:raad u < s 1 en vul niet aan 
inc1ien u > s 1 . 11 8 1 valt samen met het minimum van cx 1 + L(x 1) en s 1 
wordt uit de ongelijkheden·· (23) en (24) verkregen. 
Met betrekking tot ( ·19) voor n > 1 kan men op de_zelfde WlJ ze te werk 
gaan: Indien de funktie ex+ L(x) convex is, is in model 3.2 de funk.tie 
00 
+ L( ) J r 1·* : . ) a.·t 1:t . t Tocl1 lei· dt di"t model ex x ,· a .l Pj 11_ 1~x-J, l _ec1·er nie·. 
J=O . 
' . . * ( ) tot optrnmle st:categiecomponenten zn s , n = 2, .•• ~ N die van hetzelfde 
type zijn als z*1-(s) en volledig vastgelegd door twee getallen s en S , n . n 
Een optima1e strategie voor het N-staps beslissingsproblcem is dus vol-
1edig vastgelegd door de 2N getallen sn en Sn' n"" 1, . ··~ N, 
Numoriek voorbeeld 
Het reed.s bij model 3.1 gebruikte numerieke voorbeeld wordt ook hier 
gebruikt m:::;a:c nu mr::t K == 3. Het rnini.mum va.'1 cx 1 + L(x 1 ) wordt be1·eikt 
zeals bekend in x 1. = y 1 = en dus s1 = 1. Vervolgens bepalen we de 
w2.arde van s ,1 die voldoet aan 
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en 
of equivalent hiermee: 
Om de waarde van s 1 te bepalen die hicraan voldoet moet de 312 kolom van 
tab el 3 worden ui tgeb1·eid voor x < -2, Dan volgt dat s 1 = -5, 
De resultaten voor de parameters s en S voor n = 1, •• , , 10 worden ge-n n 
geven in tabel 5. 
n 1 2 3 4, ... ,10 
( s ,s ) 
n n 
( -5, 1 ) ( 1 , 3) ( 1 , 4) ( 1 , 4) 
10 en a - 0I9' 
In dit geval is er een optima.le stre.tegie te vinden die volledig be-
paald is door de waarde van twee parameters sen S. Indien de optimale 
,i: * waarden van deze parameters s en S zijn, dan luidt de optima.le be·-
* slissingsregel op ieder tijdstip: "Vul aan tot x = S indien de voor-
rae.d u < s * en vul niet aan indien 1.1 > s *. n Er bestaa,t nu Ybor a < 1 
_de mogelijkheid een uitdruxking op te stellen voor de verwaehte verdis-
conteerde kosten als funktie vans en S bij een beginvoorraad u <Sen 
de waarden vans en Ste bepalen waarvoor deze funk.tie voor iedere u 
minimaal :1.s. Deze funktie lS aanzienlijk gecompliceerder dan die 1.n 
model 3. 1 en hangt bovendien af van twee •..rariabeler.!. I! Eet beps.lsn van 
* 
.,,. 
uit funk.tic niet benadering s en <:• deze l£l daarom a.an te bevelen, De 0 
met een N-staps beslissingsprobleem zoals hierboven behandeld convergeert 
op den duur naar een optimale strategie voor N = 00 • Het herhalen van een 
strategie in twee opeenvolgende stappen·is echter niet voldoende voor 
optimaliteit. 
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In het voorbeeld wo:edt bij de de:rde stap een strategie bereikt die zich 
1.n cle 4 e en 5e stap he:rhaalt ( zie tabel 5). Voor praktische doeleinclen 
* * 1. kan dan wel geconc1udeerd ·w-orden dat s 0~ 1 en S "' I. Men is echter 
pas zeker van de optimaliteit vt:u1 strategic ( 1,4) indien men vervolgens 
nog eeD stap doet met de i teratieve methode beschreven in hoofdstlLk IX A. 
Herhaalt deze strategie zich bij toepassing van deze methode dan is ze 
zeker optimaa1. 
Indien men niet zo te werk wil gaa.n en dit zal het geval ZJ.Jn indien men 
niet de beschik.king heeft over een 1'ekenmachine en een rekenprogran:ur1a, 
. . . * * dan rest het gebruLk van benaderingsformules voor s en S. In het geval 
a< 1 zijn echter de uit de literatuur bek.ende benaderingsformules nogal 
gecompliceerde uitdrukkingen. In het geval dat o: = 1 zijn ze echter een-
V01.J.diger. 
He;~_geval N :' 00 , u. :::: 
zwaar vcor a= 1 met dynamische programmering kan worclen opgelost. In 
_,j_ rne.J.e 
-
n 1 2 I 3 I 4 5, ... ,10 ·-
( C' \ S ,u / 
n n· 
( -5 , 1 ) ( 1 , 3) (2,h) I ( 1 , 5) ( 1 , 6) ---· 
Tab el 6: s en S voor n == 1 , ... , 10, · a == 1 . 
n n 
Het kriterium V&n de verwachte totale kosten kan hier niet worden ge-
b:rnikt. daar deze oneindig groot zijn ongeacht de toegepaste strategie. 
Het meest geschikte optimaliteitskriterium is dan de gemiddelde ver-
wachte kosten per tijdseenheid. De structuur van de optimale strategie 
is ook onder dit kriter:ium van het ty-pe (s,S). Dit opent de mogelijkheid 
een exp1iciete ui.tdrukking · af tc lei den voor de gemiddelde verwachte 
kosten per tijdseenheid a1s funktie vans en . * k S, waarui t s en S kmmen 
wbrden bc"'pe.ald. Dr:'ze ui tdrukking heeft hetzelfde bezvaar a.ls genocmd bij 
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a < 1. De method.e van de succ::essieve approxims,ties hierboven toegepast 
leidt op den d,nrr tot dezelfde ·s ->: en s* als verkregen wordt indien het 
kriterium. van de gemiddelde verwachte kosten per tijd.seenheid wordt ge-
bruikt. We merken op dat in het numerieke voorbeeld. vanaf n :::: 5 de 
parameters s en S niet meer veranderen (zie tabel 6). Men is pas n n 
. . . . .,_ . ( 1 ,,- \ . . . zeker van de optF!lalJ.teit ve.n de s ,,ra.tegie ,o; :~nd.ien deze 
zich herhaalt bij de iteratieve m2tllode waarvan een speciale· versie 
bestaat met de gemiddelde verwachtc kosten per tijdseenheid als 
kriterium *). De uit de literatuur bekende benaderingsformules voor 
a = 1 zijn goed hanteerbaar en ve,n redelijke kwa,liteit, De benaderings-
* * formule voor S - s J.uidt: 
(28) 
* 
* - s 
terwijl s bij benadering volgt ui t de onge1ijkheden 
(◊ 
" * "2~trti < (29) p l ( j-s ) P· < * r  ;._, ..... ,,.. J"'S +1 J 
l.n het numerieke voorbeeld vinden we 
* s * - s 
co 









( ,j-s+ 1) p. wordt berekend voor s = 0 s 1, •.• , 4 dan ver-
J . 
krijgen we respectievelijk 6; 4; 
dat s * = 1 daar 2 , 2 < /6 5_ li . De 
2,2; 0,8 en 0,2. Gemakkelijk volgt nu 
op deze wijze verkregen strategie is 
dus (1,6) en is tevens optimaal. De resultaten met (28) en (29) zi,jn 
echter niet aJ.tijd zo goed. We komen hierop nog terug. 
Model 3, ·1 met positieve levertij q 
Bij een levertijd T van een geheel aantal :perioden heeft de optimale · 
strategie d.ezelfde structuur .als bij T = 0 maar 1 s nu gebaseerd op de 
economische vocrraad in plaats van de aanwezige voorraad.. Verder stelt 
*) R.A, Howard., "Dynri-,nic progre,mming and Me,rlrnv processes, 
Technology Press, Wiley 1960. 
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* de funktie f ( v) nu voor de minimaa1 te venrnchten verclisconteerde 
n 
kosten over de laatste n - •r period.en bij een economische voorraad v 
* op tij dstip n. In de recurrente betrekking voor f · ( v) treedt de f'unktie 
n 
LT(x) op in plaats van de funktie L(x). Indien er bij economische voor-
raad v op tijdstip n een bestelling ter grootte x - v wordt geplaatst 
dan bedraagt de economische voorraad vlak na het afgeven nm de besteJ.-
king x. Indien o.e behoefte gedurende de 1evertij d .J.ir ·bedraa~ met kans-
., 1· (T) " 1 gt a-'- d . . d t· 'd t· T verae ing p. aa.n vo.1. L, •.a" e aanwezige voorraa ou" ·iJ s ip n - na -J 
de a.ankomst van de levering x - j-T bedraagt, Voor de funktie LT(x), 
welke de som van de verwachte verdisconteerde boete- en voorraadkosten 
voorste1t in periode n - T bij een economische voorraad x na het plaat-
sen van. de bestelling op tijdstip n, vo1gt nu: 
(30) 
00 





0 word.t gegcven door 
co 
( 31 ) * f ( v) = 
n 
voor n = T+ 1 , '11+2 s ••• , N terwij 1 r; ( v) == () voor n == 1 , •.• , T. 
Op dezelfde wiJze als in model 3.1 kan worden aangetoond dat ·het opti-
maal is als volgt te handelen op de tijdstippen n == T+1 ~ ... , N: "Bestel 
een hoeveelheid y - v indien de economische voorraad.v < y en bestel 
n · n 
niet indien v > y ." De getallen y volgen op overigens dezelfde wijze 
-· n n 
als bij T == 0 met L(x) vervangen door L,/x). 
J'Jumeriek, voorbeeld 
Dezelfde numerieke gegevens worden gebruikt als in de vorige gevallen 
met T =-= 2. Eerst berekenen·we de kansv-erde1ing p~ 2 ), j:.:: 0, 1, ... , 8. 
J -
Gemakkelijk volgt dat 







P . p .. 1 - J-1 
l P1· p. · ' J-1 i=j-4 
voor J ::: 0, 1 , 2, 3, 4 
De l'esultaten zijn gegeven 111 tabel 7. 
·-· 
J 0 1 
(2) 0,01 0,04 p. 
J 
-
2 3 4 5 6 
0, 12 ·0,2 0,26 0,2 0, 12 
. ( 2) 
Tab el 7: De kansverdel.1ng p. • 
J 





Vervolgens berekenen we de fm1ktie LT(x) met behulp van (30). De 
resultaten voor x = 0(1)10 zijn gegeven in de tweede kolom van tabel. 8. 
LT(x) L,1 (x) 
LT(x) I 
X + ex + ex 1-o: 
-~~---~-.~- ... ,,.,.__...,,., __ 
0 9,720 9,720 97,20 
1 8, 102 ·9,602 82~52 
2 6,496 9,496 67s96 
lt ,939 9,439 * 53,89 3 
4 3,507 9;507 41 ,07 
5 2,325 9,825 30,75 
6 1,507 10,507 24,07 
11,610 21 ,60 * ~r 1 , 110 
8 1,077* 13,077 22,70 
9 1,294 14,794 26,44 
10 1,664 16,664 31 ,36 
-
Tab el 8: Enige ·belangrijke fmi.kties bij het voorbeeld met T = 2. 
Het getal y 1 is de waarde van x 1 waarvo_or LT(x1 ) + cx1 minimaal J.s. Uit 
de derde kolom van tabel 8 vol.gt y 1 = 3. De resultaten voor 
n = 3, lI j ••• , 12 worden gegeven in tabel. 9, 
' 
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3 
i 4 5 6, 0 II. 5 .,, 2 n I __ J 
Yn 3 I 6 7 7 
Tabel 9: De getallen y n ~ n "" 3, . , . , 12 bij '.11 = 2 en a = O. 9. 
* De optimale y valt nu sarnen met de waarde van X waarvoor de funktie 
LT(x) 
ex minimaal ---+ lS 
1-a 
In het voorbeeld volgt 
Het_ge_v_al __ I_1_=_00----'-_a_,_~_-_1 
* 
uit de 4e kolom van tabel 8 * dat y = 'T. 
De optimale y valt nu samen met de waarde van x waarvoor de funktie 
( ) . . . LT, x nnnimaaJ_ 1 s, 
ld 7 • -t - ,.,e k l b 8 * 8 .. In het voorbee_ vo.,_gt ui ~- c.e c. o om van ta el dat y = • Bi,J het 
kregen: 
----- -- ---~-- r··-· -------- ---- --- ,-,--------------
11 3 4 5 6 7, ... ,12 
4 'T 7 8 8 
Tabel 10: De getallen yn, n - 3, , .. ~ 12 bij T = 2 en a.= 1. 
Model 3.2 met positieve leverti_j_s_ 
* Bi,j K > 0 l ui dt de recurrente betrekking voor f ( v) : n 
K als X > V 
*. ) 
n 
(32) f 'v ::::: _ m.1.n [c (x· -v) + LT(xn) + n~ n 
X >y 
0 als n- X = V n 
00 
I * (x• -j) J + a p. f 1 
j=O J n- n . 
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* voor n = T+ 1 , ... , N met 
als volgt te handelen op 
f (v} ::= O, n =< 
11 
de tijdstippen 
·i, 2~ . ; . , T. Het is nu optimaal 
n = T+ 1 , ••• ~ N: 11Bestel een 
hoeveelheid S - v indien de economische voo:craad Y < s en bestel niet n n 
indien v > s 11 ," De getallen s 11 en Sn volgen overigens op dezelfde wijze 
als bij 'I' = 0 met L(x) vervangen door LT(x). 
getallen s en S te 
Tl 11 
geven voo:c n °" 3, .. , ~ 12 bij a."" 0,9 en a~ 1 in tabel 11. 
11 3 4 5 6 ·r 8, ... )12 
.. 
-
(s S )a=O 9 n, n '·. (-2,3) (3,6) (5,8) (5,9) (5,9) (5,9) 
( s , S ) o:= 1 
n n 
(-2,4) (5,7) (6,9) (6, 10) (5, 10) (6, 10) 
-
'l'abel 11: De getalJ.en s en S voor a :::: 0 ,9 en o: = . n n bij T - 2 • 
In bet oneind.igstaps oeslissingsp:rolil2en kan e.a.ngetoond wore.en dat er 
een optimale strategie bestaat d:i r:1 1s vastgelegd d.oor- slechts twee ge-
taJ.len s en 
~ • * 
S', De geta,llen s"' en S zi,j n ook hier veel moeilijker 
. rechtstreeks 
. j; • • 
te berekenen dan y in het geval K == 0. We beslui -cen daa:r-
* om dit hoofdstuk met het geven van benaderingsmethoden voor s en 
s* - s * bij a= 1 die uit de litcratuur bekend zijn. 
* i: .• 
De formule (28) voor S - s blJ.Jft zi,in geldigheid ook voor T > 0 bij 
* benadering behouclen. s volgt nu uit de ongeJ.ijkheden: 
co 
(33) p .I * 
J=s +1 
ro 
(J·.-·s*) PJ(_T+1) ~ 'i' (. * ) (~1+1) - < v2KhE.J.. ::_ p l ;;, J-s +1 p. • 
j==s· J 
In het ntuned.eke voox·beeld mc1et de.n eeret p~ 3 ) J "'' O, 1 9 • , , ~ 12 w·o?den 
12 J 
berekend en vervolgens l (j-s+1) p~ 3 )' voor s = O, 1, ... , 12, De 
,j==s J 
resultaten warden gegeven in tabel 12. 
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(3' 12 (' ,\ (3) 
s p I p I J--s+lJp, s 
j""S J ---
0 0.001 14 
1 0,006 12 
2 0,024 10)002 
3 0,062 8,016 
l+ 0, 123 6,078 
5 0, 180 4,264 
6 0,208 2,696 
7 0, 180 1,488 
8 0, 123 0,696 
9 0,062 0,264 
10 0 ,021} 0,078 
11 0,006 0,016 
12 0,001 0,002 
~,.-~ 
'l'absl 12: Bij de berekening van de benaderde waarde van * s . 
Uit de '\TlJ ze 
kregen strategie is (6,11) en stemt dus niet geheel overeen met d.e opti-.. 
male strategie ( 6, 10) waarnaa1· het N-sta.ps beslissingsprobleem conver-
geert,. 
De betrouwbaarheid van de benaderingen (28) en (33) 1.s in de litera.tuur 
. *) . . . . . . 
onderzoch'i:; voor de Po1.ssonverdel1.ng, de negat1ef binomiale verdelJ_ng 
en de geometrische verdeling. Het resultaat van dit onderzoek waarbij 
van deze verdelingen respectievelijk 240, 240 en 216 voorbeelden z,ijn 
genomen is gegeven in tabel 13. Hierin is het percentage ve.n de voor-
bee1den gegeven, dat een relatieve afwijking van de mi!limale gemiddelde 
verwachte kosten per periode gaf die minder dan respectievelijk 1, 5, 
10 en 25% bedroeg. 
*) H • .M. ·~ner, M. O'Hagan en B. Lundh, An empirical study of exactly 
and approximately optimal enventory policicies, Management Science, 
, J.lf ( 1965 L P. 690-723. 
Cursus Besliskundig Ana.list XIII C - 25 
~ 
Poisson Negatie:f Geometrisch 
;y binomiaal 
< 1% 46% (75%) 33% (64%) 17% 
< 5% 68% (95%) 69% (95%) 58% 
< 10% TT% (98s3%) 81+% (99,6%) 75% 
< 25% 88% ( 100%) 95% ( 100%) 94% 
Tabel 13: Het percentage afwijkingen. 
Op grond van deze resultaten is 1angs empirische weg een benade:rings 
method~ gevonden die b-e~~re result at en geef~ ~ndie~ ✓2:E_j_ ~ 1 , 511. 
Stelien we de benaderingen met behulp van (28) en (33) verkregen sen 





-dan volgen de empirische benaderingen sen Suit: 
(35) 
= (;-,soJ s :::: min 
(36) s :::: IDl.11 cs,s0 J. 
De tussen haakjes vermelde percentages in tabel 13 zijn hierop gebaseerd, 
Deze geven een aanzienlijke verbetering. 

